
ten, welche in normalem Vakuum aufgedampft wur-
den, zeigen schon von etwa 200 Ä Dicke an eine Ver-
minderung der Sättigungsmagnetisierung um 15% 
und mehr. Die Messungen von N E U G E B A U E R 13 und 
H O F F M A N N 8 an Schichten im Ultrahochvakuum da-
gegen zeigen eine noch etwas schwächere Abhängig-
keit von der Schichtdicke als diese Theorie. Qualita-
tiv stimmt das Resultat mit demjenigen von V A L E N T A 

(s. Anm. überein. Ein genauerer Vergleich zwi-
schen dem Experiment und den verschiedenen Theo-
rien ist erst sinnvoll, wenn die gleichen Gittertypen 

13 C. A. NEUGEBAUER, Phys. Rev. 116, 1441 [1959] ; J. Appl. 
Phys., Suppl. 31, 152 [ I 9 6 0 ] , 

und mehrere Lagen der Schicht im Gitter betrachtet 
worden sind. Die Ergebnisse bestätigen jedoch die 
Vermutung, daß die früher aus der Theorie ent-
nommene starke Abhängigkeit der Sättigungsmagne-
tisierung von der Schichtdicke durch das Extrapola-
tionsverfahren von C R I T T E N D E N und H O F F M A N N vor-
getäuscht worden ist und kein korrektes Resultat der 
Spinwellentheorie ist. 

Herrn Dr. G U T Z W I L L E R und Herrn Dr. T H O M A S habe 
ich für zahlreiche anregende Diskussionen zu danken. 
Herrn D R A N G E I D danke ich für Hilfe bei der Vorberei-
tung der numerischen Berechnungen, Herrn M Ü N G E R für 
die Programmierung und Überwachung der Rechnungen 
an der elektronischen Rechenmaschine. 

Zum Einfluß von Inhomogenitäten mit Schichtstruktur 
auf die galvanomagnetischen Effekte 

V o n G . B O G N E R u n d H . R U P P R E C H T 

Aus dem Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG, Erlangen 
( Z . Natur f o r s chg . 16 a , 1 1 5 2 — 1 1 6 1 [ 1 9 6 1 ] ; e ingegangen am 21 . Ju l i 1961) 

Es wird gezeigt, daß durch eine Uberstruktur der Störstellenverteilung in Form von Schichten 
die galvanomagnetischen Effekte in empfindlicher Weise gestört werden können. Dies kann sich in 
einer ausgeprägten Anisotropie der Widerstandsänderung äußern, welche durch die Uberlage^jung 
einer hohen geometriebedingten Widerstandsänderung hervorgerufen wird. Aus der Abhängigkeit 
dieser geometrischen Widerstandsänderung vom Winkel zwischen Magnetfeld und Probenlängsachse 
läßt sich auf die Lage der Schichtstruktur relativ zum Probensystem schließen. Man erhält den un-
verfälschten Wert der physikalischen Widerstandsänderung nur dann, wenn die Normale der Schicht-
struktur senkrecht auf der Probenlängsachse steht. Im Gegensatz zur Widerstandsänderung erweist 
sich der in B lineare HAix-Effekt unabhängig von der relativen Lage der Schichtstruktur. Man mißt 
stets den gleichen Mittelwert des HALL-Koeffizienten. 

Bei der Messung des planaren HALL-Effektes macht sich die Uberstruktur der Störstellenverteilung 
wiederum störend bemerkbar. Für die Extremlagen, Schichtnormale parallel und senkrecht zur 
Probenlängsachse, findet man den wahren planaren HALL-Effekt. Jedoch bereits kleine Abweichungen 
von diesen beiden Idealfällen ( 1 0 ° — 1 5 ° ) führen zu einer starken Verfälschung der Winkelabhängig-
keit. Da diese Extremfälle experimentell nur schwer zu realisieren sind, kann der Bestimmung der 
Widerstandsänderung aus Messungen des planaren HALL-Effektes, wie sie in einer früheren Arbeit 2 

vorgenommen wurde, nur qualitative Bedeutung zukommen. Unter den dort gemachten Einschrän-
kungen aber stellt die Messung des planaren HALL-Effekts zweifelsohne ein weiteres Hilfsmittel dar, 
eine Entscheidung über die Größenordnung der wahren Widerstandsänderung zu treffen. 

Bei Halbleitern mit hoher Trägerbeweglichkeit /n 
und kleiner physikalischer Widerstandsänderung 
AR/R0 können Inhomogenitäten in der Störstellen-
verteilung zu Widerstandsänderungen im Magnet-
feld führen, welche um Größenordnungen über der 
wahren physikalischen Widerstandsänderung liegen. 
Die Erhöhung des Widerstandes beruht auf einer 
Stromverdrängung durch das Magnetfeld. Dieser Ef-
fekt tritt bei n-leitendem InSb infolge der extrem 
hohen Elektronenbeweglichkeit bereits bei verhält-

1 C. HERRING, J. Appl . Phys. 31, 1938 [ I 9 6 0 ] . 
3 H. RUPPRECHT, Z. Naturforschg. 16 a, 395 [1961] , 

nismäßig geringen Konzentrationsschwankungen auf. 
Falls die Verteilung der Inhomogenitäten unbekannt 
ist, läßt sich über die Stromverdrängung keine Vor-
hersage machen. Für den Fall einer Schichtstruktur 
der Inhomogenitäten jedoch wurde das Problem der 
Widerstandserhöhung im Magnetfeld theoretisch von 
H E R R I N G 1 gelöst. Die in früheren Arbeiten 2' 3 gefun-
denen experimentellen Ergebnisse für die Wider-
standsänderung an n-leitendem InSb stehen in gutem 
Übereinklang mit den Resultaten von H E R R I N G , wenn 

2 H. RUPPRECHT, R . W E B E R U. H . W E I S S , Z. Naturforschg. 1 5 a, 
783 [ I960 ] , 
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man annimmt, daß der Einbau der Störstellen in 
Schichten schwankender Konzentration erfolgt und 
diese Schichten praktisch senkrecht zur Wachstums-
richtung liegen. Diese Schichten bewirken im Ma-
gnetfeld eine Stromverdrängung, welche der Ver-
drängung der Strombahnen an den Stromelektroden 
ähnlich ist und ebenfalls zu einer Erhöhung des 
Widerstandes führt 4- 5 (Abb. 1 ) . 

EHy,* EQ,= Ey, 5 Ey2= EHy2+ 

o^erijM. o2 = en2n 
Abb. 1. Erläuterung der Stromverdrängung an einer einmali-
gen Konzentrationsstufe senkrecht zur Probenlängsachse. Das 
Magnetfeld steht senkrecht zur Zeichenebene. Die Träger-
dichte nt sei kleiner als n2 , angedeutet durch die engere Folge 
der Äquipotentiallinien. Die Beweglichkeit [A. hingegen sei in 
beiden Bereichen gleich groß. Aus rot 6 = 0 folgt unmittelbar 
E y\=Ey2' , d. h.: zu den HAIX-Feldstärken treten, hervorgeru-
fen durch die Stromverdrängung, OHMsdie Anteile hinzu, so 
daß gerade diese Bedingung für die Gesamtfeldstärke erfüllt 

wird. 

Es soll nun im folgenden der Einfluß einer der-
artigen Schichtstruktur auf Widerstandsänderung, 
HALL-Effekt und planaren HALL-Effekt bei einem 
Medium mit isotroper Bandstruktur diskutiert wer-
den. Dabei kann die Flächennormale der Schichten-
folge eine beliebige Lage zu einem mit der Probe 
f ̂ verbundenen Koordinatensystem besitzen. 

Bevor wir jedoch auf die allgemeine Behandlung 
dieses Problems näher eingehen, wollen wir im näch-
sten Abschnitt die wesentlichen Ergebnisse von HER-
R I N G zusammenfassen. 

Theoretische Behandlung der Schichtstruktur 
nach Herring 

Entsprechend dem tensoriellen Zusammenhang 
E= [o]j zwischen elektrischer Feldstärke E und 
Stromdichte j für ein homogenes Medium findet 
H E R R I N G bei einem geschichteten Medium für die 
räumlichen Mittelwerte (E) und (j) folgende Ten-
sorbeziehung : 

(E) = [gett](j). (1) 

Nimmt man an. daß die Schichten senkrecht auf der 
z'-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
x y z stehen und sich nur hinsichtlich der Ladungs-
trägerkonzentration unterscheiden und überdies die 
Beweglichkeit in allen Schichten gleich ist, so lassen 
sich die Komponenten des effektiven Widerstands-
tensors .o^reff aus den Komponenten o,„. des homo-
genen Materials folgendermaßen darstellen: 

Qfiv eff = " ( 2 ) <7l> 

für jedes juv-Paar außer x x . 

Für die x ^'-Komponente gilt: 

q , . eff _. n / 1 \qx'x' 1 \9x'y Qz'x'Qyz'+Qx'z'Qv'x'Qz'V—Qx'w Qyx'Qz'z'—Qx'z'Qz'x'Qwv ^ 
\n/ XX \\ n / <n>/ Qyy Qz-z' — Qyz' Qz'y 

Dabei bedeutet n die Elektronenkonzentration einer beliebig herausgegriffenen Schicht und £>,<>• die juv-te 
Komponente des Widerstandstensors aus der gleichen Schicht. 

Im Fall InSb, also eines Mediums mit isotroper Bandstruktur, lassen sich die Komponenten QUy des Wider-
standstensors auf die bereits in einer früheren Arbeit 3 beschriebene Weise darstellen: 

Qx'x = f?o + a i2 (B2 - Bx2), Qx'y' = Rr Bz' - <*12 Bx' By-, qxy = — RE By' — a 1 2 Bx' Bz-, 

Qy'x = — Rr Bz - <z12 Bx' By', Qy'y' = q0 + a12 (B2 — By'2), Qy'e' = RE Bx> — a12 By' Bz', (4) 

Qz'x = Rr By' - a12 Bx' Bz', Qz'y' = - RE Bx' - a12 By- Bz', qz'z' = Q0 + AI2 (B2 - Bz'2). 

£>0 ist der spezifische Widerstand der jeweils betrach-
teten Schicht ohne Magnetfeld. a12 ist der Koeffizient 
der transversalen Widerstandsänderung, R E der 
HALL-Koeffizient. Bx', By' und Bz' sind die Kompo-
nenten des Magnetfeldes bezüglich der Schicht. 

4 H . W E I S S U . H . W E L K E R , Z. Phys. 138, 3 2 2 [ 1 9 5 4 ] . 

5 H . L I P P M A N N U . F . K U H R T , Z. Naturforschg. 13 a, 462 [1958]. 

Einfluß der Schichtstruktur auf die 
Widerstandsänderung 

Wir wollen nun das Problem der Widerstandsän-
derung bei allgemeiner Lage der Schichtnormalen n 
bezüglich eines mit der Probe starr verbundenen 
orthogonalen Koordinatensystems K mit den Basis-
vektoren £, 1) und 5 untersuchen. Zu diesem Zweck 
muß der von H E R R I N G 1 angegebene Widerstands-



tensor [£>eff] aus Gl. (1 ) , welcher mit einem in der 
Schicht fixierten Koordinatensystem K' verknüpft ist, 
in das Probensystem K transformiert werden. Wir 
nehmen an, daß die Basisvektoren J ? I) und g des 
Probensystems gleichzeitig die Flächennormalen der 
entsprechenden Begrenzungsflächen des Probenqua-
ders sind, die Probenlängsachse sei parallel zur J-
Richtung. Da die spezielle Lage von t)' und g' in der 
Schichtebene für unser Problem unwesentlich ist, 
wählen wir aus der Mannigfaltigkeit der Transfor-
mationen, welche ein System K in K' überführen, 
so daß J in rt = (nx, ny , n-) = j ' übergeht, diejenige 
Transformation aus, welche sich als Drehung um die 
Achse b = n x £ = (0, nz, —ny) um einen Winkel a 
darstellen läßt (vgl. Abb. 2 ) . 

Falls nx = c o sa ; ny=—cosß und nz = cosy, 
dann hat die gewünschte Transformationsmatrix fol-
gende Form: 

b —c d' 
c e f , (5) 

-d f g 

wobei gilt: 

b = cos a , c = c o s ß , 

cos2 y + cos2 ß cos a 
f = 

d = c o s y , 

cos ß cos y (1 — cos a) 
sin' a sin- a 

cos2 y cos a + cos2 ß g = 
sin- a 

(6) 

Mit Hilfe dieser Transformations-Matrix und Gl. (4) 
ergibt sich bei Vernachlässigung der physikalischen 
Widerstandsänderung (a12 = 0) für den effektiven 
spezifischen Widerstand längs der Probenachse: 

/ I V Qxx e f f — £ 0 CC2 + d2) 

+ Q0b2n 

(n) \n / 

/ 1 \ _ 1 
\ » / (n) 

p2[(f By-d Bx+g Bz)2 + (c Bx+e By+f Bz)2] 

(7) 

1 + p 2 ( b B x - c B y + d B z ) 2 

Aus Gl. (7) können wir nun die Abhängigkeit der 
Widerstandsänderung vom Winkel cp zwischen Rich-
tung des Stromes / und der magnetischen Induktion 
B berechnen. Dabei kann der Vektor B entweder in 
der J, 1)-Ebene oder in der J, g-Ebene gedreht wer-
den. Bezüglich der Festlegung des Winkels cp wollen 
wir folgende Vereinbarung treffen: Bei der Drehung 
von B aus der positiven x-Achse zur positiven y-
Achse soll der Winkel cp von 0 ° auf 90° zunehmen 
(Abb. 3 ) . Analoges gilt, falls der Vektor B in der 
J, g-Ebene liegt. Man hat dann die positive y-Achse 
mit der positiven z-Achse zu vertauschen. 

A) Vektor B in der J, tyEbene 

Für den Fall, daß der Vektor B in der 1,1)-Ebene 
liegt, gilt nach der obigen Festsetzung über den 
Drehwinkel: 

Bx = B c o s cp By = B sin cp (8) 

Daraus ergibt sich für den effektiven spezifischen 
Widerstand im Magnetfeld: 

Qxx c f f - £ 0 

+ b2 Q0n 

(c2 + d2) +b2n 1 

/ 1 
(9) 1 

W <n>. 
(/u B)2 [ (/ sin (p — d cos <p)2jr (c cos <p-\-e sin <p)2] _ 

1+ [(̂ u B) {b cos<p — c sin 99)]2 

Eine elementare (hier nicht angeführte) Rechnung 
ergibt, daß der Widerstand für ein fest vorgegebe-
nes B seinen maximalen Wert erreicht, wenn der 
Ausdruck [b cos cp — c sin cp) im Nenner verschwin-
det. Es gilt also: 

tan <pmax(ßx , By) = b/c . (10) 

Man kann sich dies auf folgende Weise plausibel 
machen: Für jeden Winkel cp, bei welchem der im 
Nenner stehende Ausdruck nicht verschwindet, bleibt 
der Widerstand für l i m ^ e f f endlich. Der Wider-

£->00 
stand wächst nur bei demjenigen Winkel cp mit B2 

stetig an, für welchen der Klammerausdruck im Nen-
ner Null wird. Anschaulich bedeutet das: Für diesen 
Drehwinkel <pma,x{Bx, By) steht der Vektor B senk-
recht auf der Flächennormalen. Denn es gilt 

rt • 35 = ß (6 cos cp — c sin cp) = 0 , (11) 

da H = (nx, ny, nz) = (b, -c,d). (12) 

B) Vektor B in der J, fi-Ebene 

Falls der Vektor B in der 5, g-Ebene liegt, gilt: 

BX = B cos cp; BZ = B sin cp . (13) 

Für den spezifischen Widerstand im Magnetfeld fin-
den wir dann folgenden Ausdruck: 

Qxx e f f — £ 0 

+ b2 Q0 n 

( c 2 + d2) +b2 n V 
(n) \ n/ 

/ L\ _ J _ 
\ » / <n> 

(14) 

(jM B)2 [(g sin cp — d cos <p)2+ (c cos <p+f sin^?)2] 
1 + [[u B)2 {b cos <p + d sin cp)2] 

Den maximalen Wert des Widerstandes in Abhän-
gigkeit von cp erhalten wir in analoger Weise zu dem 



Abb. 2. Zur Festlegung der Transformation, x, y, z (q) (fo) 
sei das Koordinatensystem der Probe; x', y', z das 
mit der Schichtstruktur festverbundene System. Abb. 4. Allgemeine Lage der Schichtstruktur bezüglich des Proben-

D sei die Drehachse der Transformation. systems, a) Vektor B in der x, y-Ebene; b) Vektor B in der x, z-Ebene. 

B 

ip =90 

(a) 
Abb. 3. Festlegung des Drehwinkels cp zwischen ^ 
Probenlängsachse und Richtung der magnetischen Abb. 5. Schichtnormale tl in der x, y-Ebene. a Winkel zwischen tt und 

Induktion B. x-Achse. 

in Abschnitt A) Gesagten, wenn gilt: 

b cos cp + d sin cp = 0 oder tan cpmSiX(Bx. Bz) = — b/d. 
(15) 

Auch in diesem Fall steht der Vektor B dann wieder 
senkrecht auf der Schichtnormalen. Siehe hierzu 
Abb. 4. 

C) Bestimmung der relativen Lage der Schichtenfolge 

Auf Grund der oben gemachten Aussagen läßt sich 
durch Bestimmung der beiden Winkel cpmSLX(Bx, By) 

und cpmiiX(Bx, Bz) die Lage der Schichtenfolge rela-
tiv zum Proben-Koordinatensystem exakt angeben. 
Man findet für die Richtungskosinusse der Schicht-
normalen rt: 

AB o B cos a= —,- , cos p = — r v * ' cos y A 
r1 /« ' 
(16) 

wobei ,4 = tan cpm^(Bx,By); 

B = tan 9 W (Bx, Bz) und W = A2 + B2 + A2 B2. 
(17) 



D) Behandlung von speziellen Lagen der Schicht-
normalen n 

Nachdem wir mit den Gin. (9) und (14) die Ab-
hängigkeit des effektiven Widerstandes vom Dreh-
winkel 99 bei allgemeiner Lage der Schichtnormalen 
gewonnen haben, wollen wir einige Spezialfälle dis-
kutieren : 
D 1. Die Schichtnormale 1t fällt mit der Probenlängs-

achse zusammen. 
D 2. Die Drehachse b ist parallel zur g-Achse; 

a) 0 ° < a < 9 0 ° (a Winkel zwischen Schicht-
normalen und X-Achse), 

b) a = 90° . 

1. S c h i c h t n o r m a l e II p a r a l l e l z u r 
P r o b e n l ä n g s a c h s e 

Wir wollen zunächst den einfachsten Fall heraus-
greifen, nämlich daß die Schichten senkrecht auf der 
Probenlängsachse stehen, rt also parallel der Proben-
längsachse verläuft. Dann fällt das Koordinaten-

system K mit dem System K' zusammen. Die Trans-
formationsmatrix geht in die Einheitsmatrix über. 
Es gilt also: 

c = d = f = 0 und b = e = g= 1 . (18) 

Die Gin. (9) und (14) liefern denselben Ausdruck 
für die Winkelabhängigkeit des spezifischen Wider-
standes, gleichgültig, ob der Vektor B in der J, I}-
oder g-Ebene liegt. Man erhält die in einer frühe-
ren Arbeit3 bereits abgeleitete Beziehung: 

/ 1 \ 
Qxx e f f — n \n / Qo + n / J A _ 1 

W <n> £>o 
(ju B)2 sin2 cp 

\-~(uB)' cos2 (p 
(19) 

Den maximalen spezifischen Widerstand findet man 
bei cp = 90° . Für ju B 1 ändert sich der Wider-
stand nach einem sin2-Gesetz. Bei ju B 1 jedoch 
gilt in der Umgebung von cp = 0° und 180° eine 
tan2-Abhängigkeit. Experimentell hat man diese Be-
ziehung (19) für den effektiven spezifischen Wider-
stand immer dann zu erwarten, wenn die Proben-
längsachse parallel zur Ziehrichtung des Mutterkri-
stalls verläuft. 

Berücksichtigt man bei der Herleitung von QXxeff auch die physikalische Widerstandsänderung, also a12 0, 
so findet man an Stelle von Gl. (19) folgenden Ausdruck: 

, m 2 . , /s in 2 <p\* 
r , i ^ t \ n (juB)2sm2<p - [ 1 

£0[1 +p sin2 cp]+n Qxx e f f = n V — ) < \n/ 
/ J A W L \ 

[p(p B)2+p2(l + p)] 
Q o (fu B)2cos2<p+ [1 + p cos2<p] [1+p] 

Die vollständige Beziehung für die gesamte Widerstandsänderung lautet somit: 

AR . o , = p • sin^ cp + 
Kn 

1 -

Der Maximalwert wird gegeben durch AR 
R(\ max 

cin2 9 rn 
(p, B)2 sin2 (p 4 f [p(pB)2 + p2(l + p)] 

= P + 

( p ß ) 2 c o s 2 < p + [ l + p c o s 2 < p ] [ l + p] 

1 
(n)(l/n) 

( « B)-
1 + P 

(19 a) 

(19 b) 

(19 c) 

Dabei bedeutet p = a12 B2/g0 die transversale phy-
sikalische Widerstandsänderung. Den Ausdruck 

— -. . } - -r nennen wir Schwankungsglied und 
<n><l/n>J 

bezeichnen ihn mit 5 . 

Aus Gl. (19 a) bzw. (19 b) geht hervor, daß für 
Winkel cp •=/= 90° der Beitrag der physikalischen Wi-
derstandsänderung von der gleichen Größenordnung 
sein kann wie der der geometrischen Widerstands-
änderung. Dies gilt ganz besonders für große Werte 
von /t B und kleine Konzentrationsschwankungen in 
den einzelnen Schichten. Die in einer früheren Ar-
beit 3 (Abb. 7) vor allem bei größeren Magnetfel-
dern und cp 4= 90° gefundene Diskrepanz zwischen 
Theorie und Experiment ist in der Hauptsache auf 

die Vernachlässigung der physikalischen Wider-
standsänderung zurückzuführen. Berechnet man näm-
lich in dem erwähnten Fall die Winkelabhängigkeit 
der gesamten Widerstandsänderung aus Gl. (19 b) 
unter Berücksichtigung der experimentellen Daten 
für a 1 2 , /Li, so erhält man praktisch vollständige 
Übereinstimmung zwischen den theoretischen und 
experimentellen Resultaten. In Abb. 7 dieser Arbeit 
werden die theoretisch berechneten Kurven für B = 1 
und 10 kGauß mit dem Experiment verglichen. Auch 
für andere Magnetfelder (zwischen 1 und 10 kGauß) 
konnte im Rahmen der Meßgenauigkeit eine gute 
Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment 
gefunden werden. Die Meßpunkte wurden an einer 
Probe mit n = 5.4 • 1016 c m - 3 bei Zimmertemperatur 



gewonnen (Arbeit2 , Abb. 7 * ) . a12 wurde aus der 
unteren ausgezogenen Kurve der Abb. 4 aus Ar-
beit 2 entnommen, also gesondert an einer zweiten 
Probe bestimmt, bei welcher kein Geometrieeffekt 
auftritt. Das Schwankungsglied S wurde mit Hilfe 
von Gl. (19 c) aus dem Maximalwert von AR/R0 

für lOkGauß (Abb. 8, Arbeit2) zu 1,4-1CT2 be-
stimmt. Unter der vereinfachenden Annahme, daß 
die Probe nur aus zwei Sorten von Schichten mit 
Elektronenkonzentrationen nx und n2 und gleichem 
Volumenanteil besteht, läßt sich dieser Wert durch 
ein Konzentrationsverhältnis von njn2 = 0,79 veri-
fizieren. 

2. D r e h a c h s e b p a r a l l e l z u r g - A c h s e 

Schneidet man jedoch die Proben aus einer ein-
kristallinen Platte, welche die Ziehrichtung enthält, 

derart aus, daß die Probenlängsachse einen beliebi-
gen Winkel a mit der Ziehrichtung bildet, so wird 
auch die Schichtnormale H den gleichen Winkel zur 
Probenlängsachse haben, da die Schichten senkrecht 
zur Ziehrichtung liegen sollen. Man kann diese spe-
zielle Lage der Schichten ohne Beschränkung der All-
gemeinheit dadurch beschreiben, daß die Drehachse b 
mit der g-Achse zusammenfällt. Die Schichtnormale II 
liegt dann definitionsgemäß in der I, t)-Ebene (Abb. 
5 ) . Für die Transformationsmatrix erhalten wir so-
mit: 

cos a —sin j 0 
sin a cos a 0 

0 0 1 
(20) 

Also gilt b = e = cos 3, c = sin a, d = f = 0, g = 1 . 

Falls der Vektor B in der I, g-Ebene gedreht wird, 
ergibt sich mit Gl. (14) : 

Qxx eff = n 
' / 1 \ O , 1 . o (— ) cos- a + —v sin - a 
\n/ (n) 

o0 -f cos2 a n 

Der maximale Widerstand tritt bei cp = 90° auf. 
Falls der Vektor B in der X, l)-Ebene gedreht wird, 
erhalten wir aus Gl. (9) : 

Qxx eff = n 

-I- cos2 a n 

/ 1 \ o , 1 . o ( ) cos- a + -T - sin- a 
\n/ (n) 

/ 1 \ _ _ L W <n> Q 0 

o0 (22) 

(p B)2 sin2 (a+<p) 

cos- a + 

1 + (p, B)2 c o s 2 ( a - f 9?) 

Der maximale Widerstand tritt nun bei cp = 90° — a 
auf. Gegenüber dem Fall D l ) ist der Maximalwert 
der relativen Widerstandsänderung nach Gl. (21) 
und (22) um den Faktor 

. . . , . sin2 a| 

reduziert. 
In Abb. 6 sind als Beispiel die für einen solchen 

Fall gewonnenen Resultate wiedergegeben. Es han-
delt sich um Messungen von W E B E R an einem ein-
kristallinen Stab aus InSb mit Probenlängsachse 
[112] . Der Stab war aus einer Platte ausgeschnitten 
worden, welche die Ziehrichtung [111] enthielt. 
Theoretisch müßte also das eine Maximum bei 
cp = 90° auftreten, das zweite Maximum bei cp = 90° 
± 1 9 ° . Tatsächlich liegen die Maxima bei cp^i 95° 
und < ^ ^ 1 1 0 ° . 

a = 90° Für den Sonderfall 
Transformationsmatrix: 

o 
- l 

0 

erhalten wir als 

W <n> QO 
(p B)2 (sin8 <p + sin2 a cos2 cp) 

1 + (u B)2 cos 2 a cos 2 cp 
(21) 

Also gilt c — — 1, g = l , b = e = d = f = 0. 

Die Probenlängsachse liegt nun in der Schicht-
ebene. Die Gin. (9) und (14) liefern beide das glei-
che Ergebnis für den spezifischen Widerstand: 

Qxx eff = 7~\Qo O ) 
(24) 

also unabhängig von B. 
Falls eine physikalische Widerstandsänderung auf-

tritt, also a12 ± 0 ist, findet man: 

Qxx eff = /V + A ai2 B2 sin2 cp. (25) 
\ n ) W 

Man mißt somit in diesem Fall die reine physikali-
sche Widerstandsänderung, ohne einen störenden 
Beitrag auf Grund der Schichtstruktur. Ganz allge-
mein läßt sich feststellen, daß Proben mit einer 
Längsachse senkrecht zur Ziehrichtung die tatsäch-
liche physikalische Widerstandsänderung ergeben 
[vgl. Gin. (9) und ( 1 4 ) ] . 

E) Sonderfall der Rasterplatte 

Wir haben bis jetzt ein 3-dimensionales Problem 
behandelt, bei dem eine Verdrängung des ursprüng-
lich in der Kristallprobe in J-Richtung fließenden 
Stromes durch das Magnetfeld in l)- und g-Richtung 

Die in dieser Abb i ldung mit 6 kGauß bezeichnete Kurve 
wurde tatsächlich bei 4 kGauß gemessen. 



Winkel zwischen Strom- und Feldrichtung 

Abb. 6. Beispiel zur Bestimmung der relativen Lage der 
Schichten durch Messung der beiden Winkel q?max • Die Probe 
war aus einer einkristallinen Platte herausgeschnitten, welche 
die Ziehrichtung [111] enthielt. Die Probenlängsachse lag in 
[112]-Richtung. Der Vektor B wurde im Fall der durch o 
wiedergegebenen Kurve in der von [112] und [110] aufge-
spannten Ebene gedreht, also der (111)-Ebene, im zweiten 
Fall (Meßpunkte x) in der durch [112] und [111] aufge-

spannten Ebene, also der ( l lO)-Ebene. ß = 10 kGauß, 
7 = 2 9 5 °K. Messungen nach R. W E B E R . 

Ziehrichtung [111] 

Stromrichtung [112J 

a-- 4 zw [111] und [112] 

-- 19,5' 

Winkel zwischen Mognetfeld- und Stromrichtung 

Abb. 7. Bezogene relative Widerstandsänderung als Funk-
tion des Winkels zwischen Strom und Magnetfeldrichtung. 
n = 5,4 • 1016 c m " 3 , T = 2 9 5 °K. Die Meßpunkte wurden einer 
früheren Arbeit entnommen. • 1 kGauß, o 10 kGauß. Die 
durchgezogenen Kurven entsprechen der theoretischen Abhän-
gigkeit bei Berücksichtigung der physikalischen Widerstands-
änderung, a12 0. Die gestrichelte Kurve erhält man bei Ver-

nachlässigung der physikalischen Widerstandsänderung, 
a1 2=0 . 

möglich war. Reduziert man das 3-dimensionale 
Problem auf ein ebenes, indem man z. B. die Aus-
dehnung der Kristallprobe in g-Richtung beliebig 
klein macht, dann ist eine Stromverdrängung in g-
Richtung nicht mehr möglich und man hat den Fall 
der sogenannten „Rasterplatte". 

Wir nehmen an, daß der Strom in Richtung der 
Plattenlängsachse J fließt. Die Schichtnormale tt 
bilde einen Winkel a mit der letzteren. Der Vektor B 
liege in der J, g-Ebene, die senkrecht auf der Platten-
ebene steht. Ferner soll der Koeffizient der physi-
kalischen Widerstandsänderung a12 wieder Null sein. 

Dann erhält man unter Verwendung der Theorie 
von H E R R I N G 1 und Berücksichtigung, daß 

(h) = (h) = dz) = 0 

für den effektiven spezifischen Widerstand der Ra-

Winkel zwischen Magnetfeld- und Stromrichtung 

Abb. 8. Winkelabhängigkeit der Widerstandsänderung für 
ein räumliches und ein ebenes Rastermodell. Die Maximal-
werte sind auf den Wert 1 normiert. Der Rasterstab wurde 
aus einkristallinen InSb-Scheiben von 0,5 mm Dicke zusam-
mengelötet. Die Rasterplatte war durch Abschleifen des Sta-

bes auf 0,2 mm entstanden. B = 20 kGauß; T = 2 9 5 °K. 

sterplatte im Magnetfeld: 

Qxx eff = £o n (—\ cos2 a + - sin2 a ] (26) 
\n/ (n) ) 

+ \ ) c o s 2 a ( / a ß ) 2 s i n 2 9 
\\n/ (n)l 



Wir sehen, daß bei der Rasterplatte immer eine Ab-
hängigkeit der Widerstandsänderung zu erwarten 
ist, die quadratisch mit dem Sinus des Drehwinkels cp 
geht, im Gegensatz zur stabförmigen Kristallprobe, 
wo für große B in der Umgebung von cp = 0 ° und 
180° die Widerstandsänderung in guter Näherung 
nach einem tan2 -Gesetz vom Winkel cp abhängt [vgl. 
z. B. Gl. ( 1 9 ) ] . Ferner liegt das Maximum der Wi-
derstandsänderung immer bei transversaler Stellung 
von B und / vor. 

Um die Verhältnisse beim Übergang von einer 
stabförmigen Kristallprobe zur Rasterplatte studie-
ren zu können, wurden Proben angefertigt, bei de-
nen eine zur Probenlängsachse senkrechte Schicht-
struktur dadurch erzeugt wurde, daß mehrere Te-
dotierte InSb-Scheiben mittels dünner In-Lamellen 
aufeinander gelötet wurden. In Abb. 8 sind die Meß-
ergebnisse aufgetragen, die an einem so präparier-
ten Rasterstab und einer aus diesem Stab durch Ab-
schleifen erhaltenen Rasterplatte gewonnen wurden. 
Es zeigt sich, daß der Verlauf der Widerstandsände-
rung in Abhängigkeit von cp beim Rasterstab eine 
singuläre Form aufweist (näherungsweise ein tan2-
Gesetz), während bei der Rasterplatte die Wider-
standsänderung nach einem sin2-Gesetz vom Dreh-
winkel cp abhängt. 

Die experimentell an den Modellproben gefundene 
Abhängigkeit der Widerstandsänderung vom Dreh-
winkel cp bestätigt die aus der Theorie hergeleitete 
Beziehung (26) . Das heißt aber andererseits, daß die 
in der Theorie gemachte Voraussetzung: fx = const 
für alle Schichten, die bei den Modellproben auf kei-
nen Fall erfüllt ist, für die Winkelabhängigkeit der 
Widerstandsänderung von untergeordneter Bedeu-
tung ist. 

Normaler Hall-Effekt bei einem geschichteten 
Medium 

Fallen wie in der üblichen Weise der Strom jx, 
die HALL-Feldstärke Ey und das Magnetfeld Bz mit 
den 3 Achsenrichtungen des Probenkoordinaten-
systems x, y, z zusammen, dann liefern Gin. (4) und 
(5) für die HALL-Feldstärke Ey einen Ausdruck, der 
sich aus einem konstanten, einem in B linearen und 
einem in B quadratischen Glied zusammensetzt. Im 
Zusammenhang mit der Berechnung der H A L L - B C -

weglichkeit interessiert nur der in B lineare Teil der 
HALL-Feldstärke (normaler HALI-Effekt), der meß-

methodisch durch Umpolen des Magnetfeldes isoliert 
wird. 

Bildet man mit Hilfe von (4) und (5) die in B 
lineare HALL-Feldstärke für eine beliebige Lage der 
Schichtnormalen bezüglich des Probensystems, so er-
gibt sich: 

ER=--T\RE(n)BjF. (27) 
(n) 

Dabei sind Ee ? B u n d j wieder in den 3 Richtungen 
des Probensystems genommen. F ist eine Winkel-
funktion, die die Glieder der Transformationsmatrix 
(5) enthält. Eine elementare Rechnung zeigt, daß 
F = 1. Das heißt, für die normale HALL-Feldstärke 
gilt unabhängig von der Lage der Schichtfolge im-
mer die Gleichung: 

E e = - n RE(n)Bj. (28) 
<n> 

Dieses Ergebnis macht die in einer früheren Arbeit 2 

gefundene Isotropie der HALL-Beweglichkeit ver-
ständlich, da die Schwankungen von ju nur durch 
Unterschiede der üeff-Werte je nach Lage der Schicht-
normalen hervorgerufen werden. In dem in der be-
treffenden Arbeit 2 angeführten Beispiel beträgt die 
Variation von aeff nur einige Prozente. Somit erweist 
sich die Beweglichkeit als isotrop innerhalb dieser 
Grenzen. 

Planarer Hall-Effekt bei einem geschichteten 
Medium 

Bei den weiter vorne durchgeführten Berechnun-
gen der Widerstandsänderung wurde großenteils die 
physikalische Widerstandsänderung im homogenen 
Material vernachlässigt, also a12 = 0 gesetzt. Bei den 
nachfolgenden Betrachtungen wird die physikalische 
Widerstandsänderung mitberücksichtigt, also a12 0, 
d. h. das homogene Material zeigt einen planaren 
HALL-Effekt. Es soll nun der Einfluß einer Schicht-
struktur auf die Größe des planaren HALL-Effektes, 
sowie dessen Abhängigkeit vom Drehwinkel cp zwi-
schen Richtung des Stromes und der magnetischen 
Induktion B diskutiert werden. Bezüglich der Defi-
nition von cp gelten die weiter oben gemachten Vor-
aussetzungen (Abb. 3 ) . Um die Ergebnisse besser 
übersehen zu können, sollen im folgenden nur einige 
spezielle Lagen der Schichtnormalen zum Koordina-
tensystem der Probe behandelt werden. Es wird da-
bei angenommen, daß der Strom wieder in Richtung 
der Probenlängsachse I fließt. 



A) Flächennormale It parallel zur J-Achse 

Nehmen wir zunächst an, daß die Flächennormale 
n parallel zur I-Achse liegt (Abb. 9 .1 ) , dann erhält 
man für die Feldstärke des planaren HALL-Effektes, 

( 3 a ) 

( 2 ) ( 3b ) 

Abb . 9. Zur Messung des planaren HALL-Effektes. 

gleichgültig, ob der Vektor B in der J, 1)-Ebene oder 
in der g-Ebene gedreht wird, die gleiche Beziehung 

'PL : - * a 1 2 (n) ß 2 
(n) 

sin 2 cp 
]x (29) 

Das Maximum der Feldstärke tritt auf bei 

cp= (2n+l) jt/4. 

B) Flächennormale IX senkrecht zur J, fi-Ebene 

Falls die Flächennormale II senkrecht zur J, g-
Ebene steht (Abb. 9 .2 ) , liegt die Probenlängsachse 
in der Schichtebene. Auch in diesem Fall gilt für 
die Feldstärke des planaren HALL-Effektes unabhän-
gig davon, ob der Vektor B in der J, 1)-Ebene oder 
J, g-Ebene gedreht wird, wieder Gl. ( 2 9 ) . 

Für die beiden Spezialfälle A ) und B) findet 
man demnach im Experiment den Mittelwert des 
Koeffizienten a12 über alle n Schichten. Die Abhän-
gigkeit der Feldstärke vom Drehwinkel cp und der 
magnetischen Induktion B entspricht der des homo-
genen Materials. 

C) Flächennormale II in der J, t)-Ebene mit einem 
beliebigen Winkel a zur J-Achse 

Wir behandeln zunächst den Fall, daß der Vektor 
B in der 1}-Ebene liegt (Abb. 9 .3a) . Verwendet 
man Gin. ( 1 ) , ( 2 ) , (3) und ( 4 ) , transformiert die 
Komponenten des elektrischen Feldes, Stromes und 
der magnetischen Induktion im Koordinatensystem 
K ins Probensystem K mittels der angegebenen 

Transformationsmatrix und berücksichtigt, daß 

(h) = {jz)= 0 und Bz = 0 , 

so erhält man für die elektrische Feldstärke in y-
Richtung 

F n r, R2 sin 2 cp . 
Evh= - ,-r «12 W B „ ]x {n) 2 

s i n 2 a / / 1 \ 
2 ? U W 

1 (30) 

• + ai2 (n) B2 sin2 (<P + 2) +A] jJT. 

A ist abgesehen von einem Faktor cos2 a in 1. Nä-
herung identisch mit dem Ausdrude (22) für den 

Winkel zw. Magnetfeld- u. Stromrichtung 

Abb . 10. Einzelbeiträge ( E y } v und resultierende planare 
HALL-Feldstärke für den Fall, daß die Schichtnormale in der 
x, «/-Ebene liegt und den Winkel a mit der x-Achse bildet. 
a) Normale planare HALL-Feldstärke, (Ey)x ~ B2- \ sin 2 cp . 
b) (Ey)2~ B2 sin2 (<p + a), 
c) (Ey)3~ (p B)2 sin2((p + a)/[(u B)2 cos2 (<p + a )+ l ] , 
d) Resultierende Feldstärke. 



spezifischen Widerstand im Magnetfeld, da die Be-
rücksichtigung der physikalischen Widerstandsände-
rung bei der Berechnung von A nur eine kleine Kor-
rektur darstellt und deshalb vernachlässigt werden 
darf. Man erhält für A 

A = Q0 
_(ßB)2 sin2 (cp + a) 
1 + (u B)2 cos2 (<p + a) (31 ) 

Wir sehen also, daß in diesem Fall der normalen 
planaren HALL-Feldstärke drei weitere, durch die 
Schichtstruktur verursachte Feldstärken überlagert 
sind: eine konstante Feldstärke (£o)? e i n e Feld-
stärke proportional B2 sin2 (cp + a) und eine Feld-
stärke proportional A. Die beiden letzteren Feldstär-
ken haben ein Maximum bei cp= (2 n + 1 ) nj2 — a , 
wobei a durch die Lage der Schichten fest vorgege-
ben und cp variabel ist. 

In Abb. 10 ist qualitativ die sich aus den Gin. 
(30) und (31) ergebende Abhängigkeit der Feld-
stärke £PL vom Drehwinkel cp aufgezeichnet, wobei 
a zu 70° angenommen wurde. Dabei sind in Abb. 
10 a, 10 b und 10 c die einzelnen Feldstärken ge-
trennt aufgetragen. Abb. 10 d zeigt die aus der Über-
lagerung der letzteren resultierende Feldstärke E-ph • 
[Eine quantitative Auswertung der Gl. (30) ergibt, 
daß bei kleinen Konzentrationsschwankungen in den 
einzelnen Schichten die Feldstärke (Ey)2 vernach-
lässigbar klein ist.] 

Ein Vergleich mit dem Experiment (Abb. 11) 
zeigt, daß die durch Gl. (30) dargestellte Abhängig-
keit der Feldstärke EPL vom Winkel cp durchaus 
realisierbar ist. 

Für den Fall, daß B in der J, g-Ebene liegt (Abb. 
9 .3b ) , erhält man mit Hilfe der Gin. ( 1 ) , ( 2 ) , (4) 
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Winkel zw. Magnetfeld- u. Stromrichtung 

Abb. 11. Winkelabhängigkeit der planaren HALL-Spannung, 
gemessen an einer Probe mit Längsachse nahezu senkrecht 
zur Ziehrichtung. Abmessungen der Probe: 1 ,7x1 ,7x17 mm8 ; 

/ = 1 0 0 mA, 5 = 10 kGauß, T= 78 °K. 

und (20) für (Ez)PL wieder die normale Feldstärke 
des planaren HALL-Effektes [Gl. ( 2 9 ) ] . 

Die Anregung zu dieser Arbeit gab ein Hinweis von 
Herrn Dr. C. HERRING, dem wir hierfür unseren besten 
Dank aussprechen möchten. Für wertvolle Diskussions-
beiträge danken wir Herrn Dr. 0 . MADELUNG und Herrn 
Dr. H. WEISS, auf dessen Veranlassung hin die Unter-
suchung der Widerstandsänderung an InSb durchgeführt 
worden war. 


